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Introduccién

Introduccidn

@ Thompson sampling es una forma general de incorporar
incertidumbre sobre los pardmetros que definen las variables
de interés en un problmea de bandidos multibrazos.

@ Esta inspirado en el andlisis Bayesiano que ofrece una
interpretacion alternativa del concepto de probabilidad como
una cuantificacion de la incertidumbre.

@ Desde un punto de vista operativo permite incorporra estas
caracteristicas del analisis Bayesiano:

e Usualmente existe informacién inicial sobre los pardametros de
un modelo estructural.

o Permite condicionar a los datos observados. En el analisis
clasico se promedia sobre los datos, aun los no observados.
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Andlisis Bayesiano en una Cascara de Nuez

Teorema de Bayes

@ La definicién de probabildad condicional es:

P(AN B)
P(A|B) = ———F—=. 1
(A18)= "5 1)
e El teorema de Bayes establece que: P(A| B) = %.

@ Si 6 es una variable aleatoria que parametriza una
distribucion muestral de una variable observada y, p(y | 0)
entonces:

~ ply | 0)p(0)
pO|y)= o) (2)

donde p(0) es la prior, una medida de la incertidumbre de 0 y
p(0 | y) se llama la posterior.
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Estadistica Bayesiana

@ Toda la estadistica Bayesiana esta basada en el teorema de
Bayes y el célculo de la posterior.

La interpretacion es la siguiente: Observamos muestras de y
de una distribucién muestral de p(y | 6),

f no se observa y queremos aprender de este parametro.

Nuestra incertidumbre sobre # la modelamos con la prior.

Una vez observamos los datos y actualizamos la prior a la
distribucidn posterior: esta resume el conocimiento que se
tiene de los parametros dado los datos observados.



Ejemplo: Distribuciéon normal

Example (Distribucién inicial y muestral normal)

|

Supongamos que tenemos una muestra de n observaciones
Y1y ey Y Yi wiii.d N(p, 1) entonces la distribucién muestral es:

py 1) = (27) 20 "exp(— Z(yl (3)

Ahora supongamos que la distribucién inicial p(u) «~ N (,uo,ag)
donde los pardmetros de esta distribucién son conocidos (estos se
denominan hiperpardmetros).




Ejemplo: Distribuciéon normal
Example (continuacién)

La distribucion expost es:
p(rly) o< p(y |1) p(k) (4)
1 —
SN exp(—2T2 (n— 1)) (5)
o
-, 1
Y + 2 Mo
f=—F—7 (6)
2tz
1
2
= 7)
i (
2tz
Obsérvese que la prior y la posterior son de la misma familia de
distribuciones. Se llaman distribuciones conjugadas.




Ejemplo: Bernoulli

@ Supongamos que tenemos tres armas R; que se distribuyen
Bernoulli, Bern(0;), donde 6; es desconocido vy fijo en el
tiempo.

@ Cuando se dispara una arma se recibe una recompensa de 1
de lo contrario cero.

@ Obsérvese que E[R;] = 6;.
@ Sigiendo un aproximacién Bayesiana, supongamos que 6; es
una variable aleatoria. Esto es una estrategia que usaremos

para resolver el problema, no queremos decir que en realidad
i sea una variable aleatoria.

o El objetivo es maximizar la suma de las recompensas hasta la
ronda T.



Ejemplo: Bernoulli

@ Supongamos que después de interactuar con el ambiente,
elegir las acciones 1y 2, 1000 veces y la accién 3, 3 veces, se
tiene el siguiente conocimiento sobre la recompensa promedio
de cada accién: E[R;] = 6; (i.e., la posterior de 6;):

— action 1
action 2
25 A —— action 3

probability density
il ~
G 5

Q
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
mean reward

Figura: Densidad de probabilidad sobre recompensas promedio
después de elegir las acciones 1y 2, 1000 veces y la accién 3, 3
veces. Con 600, 400 y 1 ganancia acumulada respectivamente.



Ejemplo: Bernoulli

@ En promedio las accién 2 es mas alta pero la accién 3 tiene
mucha incertidumbre.

@ Esta incertidumbre se puede deber a que se ha disparado poco
y un algoritmo que no tenga en consideracién esto podria no
elegir, eventualmente, la mejor accién.

@ Un algoritmo e-codicioso explora com la misma probabilidad
cada una de la acciones. Esto puede ser ineficiente porque la
accién 2 parece estar dominada por la accién 1 mientras que
la accién 3 es promisoria.

@ Thompson Sampling es una forma de atacar ese problema.



Ejemplo: Caminos mas cortos en un grafo
@ Una persona desea ir del punto 1 al 12y los tiempos de
desplazamiento son en promedio 6., donde e es un enlace

entre nodos.

Figura: Camino mds corto

@ Las acciones son caminos en el grafo entre 1 y 12. Un camino
a; es una sucesion de enlaces a = (ey, ..., &).

o El objetivo es minimizar el valor esperado del tiempo de
recorrido: > __. e

eca



Ejemplo: Caminos mas cortos en un grafo

@ Las acciones son caminos en el grafo entre 1 y 12. Un camino
a; es una sucesion de enlaces a = (ey, ..., &).

o El objetivo es minimizar el valor esperado del tiempo de
recorrido: ) ., fe

@ Obsérvese que 6, son los pardmetros de interes. La estrategia
que usaremos es suponer que son el valor esperado de una
variable aleatoria.



Bandido Bernoulli
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Bandido Bernoulli

Thompson Sampling U Eeeel

Ejemplo: Bernoulli

@ Supongamos que modelamos 6, como una distribucién Beta
con pardmetros ay, Bk (Beta(ak, Bk)):

Mok + Bk)
()T (Bk)

@ Esta distribucidn juega un papel instrumental en nuestro
objetivo. La actualizacién de esta distribucién, usando el
Teorema de Bayes, cuantifica la incertidumbre que se tiene de
los pardmetros de interés.

p(bi) = Ok (1= 0x)7
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Ejemplo: Bernoulli

FDF

o 0.2 04 0.6 08 1

Figura: Beta distribution. By Horas based on the work of Krishnavedala -
Own work, Public Domain,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=15404515



Ejemplo: Bernoulli

@ Por el teorema de Bayes:

f(Ri | 0;)f(0;)

f(0i | Ri) = F(R)

@ Si R; condicional a 6; se distribuye Bern(6;) y 0; se distribuye
Beta(«j, B;) entonces:

f(0; | R;) se distribuye Beta(c/}, 3})

donde: (o, B7) < (o, Bi) + (Ri,1 — R;) si a=i, caso
contrario los pardmetros permanencen invariantes (a es la
accion que el agente toma antes de actualizar la distribucién
de 9,’).

@ Observaciones:

e El pardmetro solo se actualiza si se dispara el arma.

e La ventaja de cuantificar la incertidumbre con la distribucion
Beta es que la posterior sigue siendo Beta. Decimos que la
distribucién de Bernoulli y Beta son distribuciones conjugadas.



Ejemplo: Bernoulli

e Una distribucién Beta(a;, 3;) tiene media a,OJ‘r’B,

@ La figura corresponde a:
(0417 Bl) = (6017 401)7 (Ckz, 52) = (4017 601)7 (063, 53) - (27 3)

— action1
— action 2
— action 3

N
]

probability density
o
5

=
S

N
3
—

«

Q
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
mean reward

Figura: Densidad de probabilidad sobre recompensas promedio después de
elegir las acciones 1 y 2, 1000 veces y la accién 3, 3 veces. Con 600, 400
y 1 ganancia acumulada respectivamente.



Ejemplo: Bernoulli

@ Una estrategia greedy (codiciosa) para descubrir la politica
Optima es:

Algorithm 1 BernGreedy(K,«,8) Algorithm 2 BernTS(K, «, )

1: fort=1,2,... do 1: fort=1,2,... do

2: F#estimate model: 2: #sample model:

3: for k=1,...,K do 3: for k=1,...,K do

4: ék — ap/(ar + Br) 4: Sample O ~ beta(ay, Bk)
5: end for 5: end for

6: 6:

T F##select and apply action: 7 ##select and apply action:

8: Ty 4 argmaxy Oy 8: Ty < argmax, O

196 Apply z; and observe r; 1902 Apply z; and observe r¢

11: #update distribution: 11: #update distribution:

120 (aw,,Bey) & (g + 1o By +1—=710) 120 (g, Bay) = (awy + 70 Bay +1—10)
13: end for 13: end for

Figura: Bernoulli Codicioso y Bernoulli TS



Ejemplo: Bernoulli

iPor que TS funcionaria?
La estrategia codiciosa no eligiria la accién 3.
La estrategia Bernoulli Greddy tampoco eligiria la accién 3.

Las dos estrategias anteriores con exploracién (e codiciosa) le
asignaria la misma probabilidad a las tres acciones.

TS elige las estrategias 1,2, 3 con probabilidad 0,82, 0, 0,18.
Es decir, explora con una probabilidad alta aquellas acciones
sobre las que se tiene mds incertidumbre.



Ejemplo: Bernoulli

o La siguiente grafica muestra el desempeno del modelo para los
pardmetros: E[01] = 0,9, E[02] = 0,8, E[6#1] = 0,7.

1 14
2 =
% 0.751 variable % 0.754 variable
=] ~—action 1 < ~—action 1
2 0.50- ) 2 0504 )
o, ~——action 2 aQ, ~—action 2
5 action 3 5 action 3
.2 025 L 0.25-
- -
Q Q
@ @ )
0+ 04 = —
0 250 500 750 1000 0 250 500 750 1000
time period (t) time period (t)
(a) greedy algorithm (b) Thompson sampling

Figure 3.1: Probability that the greedy algorithm and Thompson sampling selects
an action.

Figura: 10,000 mil simulaciones de cada algortimo. Cada simulacion de
1,000 rondas. Cada punto representa la fraccién de veces en una ronda
especifica que el algoritmo selecciond una accion.



Bandido Bernoulli
TS General

Thompson Sampling

@ Supongamos que un agente toma una sucesién de acciones
X1, X2, ..., donde cada x; € =.

@ Depués de la accién i el agente observa un resultado y;,
Yi QB,-(~ | xt).

@ 0 es desconocido pero el agente cuantifica su incertidumbre
usando una prior p(f).

e El agente recibe una recompensa ry = r(y:).

o El objetivo del agente es maximizar el valor esperado de la
recompensa: Vx,(0) = Eq,(|x,)[rt]

o El algoritmo general es:
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Ejemplo: Bernoulli

Algorithm 3 Greedy(X,p,q,r) Algorithm 4 Thompson(X,p,q,r)
1: fort=1,2,... do 1: fort=1,2,... do

2: #estimate model: 2: #sample model:

3: 0« E,[0] 3: Sample 6~ p

4: 4:

5: #select and apply action: 5: F##select and apply action:

6: Ty 4 argmax, ¢ y ]Eqé [r(ye)|ze = ] 6: Ty 4 argmax, ey ]qu‘ [r(ye)|ze = ]
7 Apply z; and observe y; 7 Apply z,; and observe y;

8: 8:

9: #update distribution: 9: #update distribution:

10: P+ Ppq(0 € “|ze, yt) 10: p < Ppq(0 € -lzt,yt)

11: end for 11: end for

Figura: TS General



Ejemplo: Bernoulli




Forma Equivalente de TS

@ La siguiente es una forma equivalente del algortimo.

@ Sea:
Wyt = //(x = argmax, vy (0))p(0 | y+)d6

Es decir wyt = p(0k | yk) si x = argmax,v,/(0) y cero caso
contrario..
@ Entonces TS se puede implementar de la siguinete forma:

© Para cada x estimar w,; por ejemplo usando Montecarlo:
muestrear § de p(6) y calcular el promedio.
@ Para t + 1 elegir x con probabilidad wy;.

@ Esto es equivalente al algoritmo TS introducido anteriormente.

@ Con la nueva formulacién se tiene una interpretacion: si x es
Optimo con una probabilidad de w,; entonces con esa
probabilidad se elige en la siguiente ronda.
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